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EDUCATIEI
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ETAPA LOCALA - 16 FEBRUARIE 2014

Clasa a IX-a

2 2 2
Problema 1. Rezolvati ecuatia {3X3+1}—{2X2+1}+{3X 3+2}=0, unde [x] reprezintd partea

intreaga a numarului real x.
Luigi Catana, Potcoava

Problema 2. Demonstrati ca pentru orice numere reale X, Y,z >1 are loc inegalitatea:
x~(a/y—1+\/z—1)+ y~(»\/z—1+x/x—l)+ z~(»\/x—1+a/y—1)£ X +y*+27°.

Florin Nicolaescu, Bals

Problema 3. Fie ABC un triunghi. Medianele AM, BN, CP taie cercul circumscris triunghiului ABC
in punctele D, E, respectiv F. Stiind ca MD+NE +PF =0 , ardtati ca triunghiul ABC

este echilateral.
Gazeta Matematica nr. 12/2013

Problema 4. Fie (a,) , unsir de numere reale pozitive astfel incat a, =1 si
1 1 1
+ +ot
at+a, a-+a a4 &,

Determinati partea intreagd a numarului A, =a a ,+aa,,+a . a

n+1-"n+2?

=a, —1, pentru orice n>2.

unde ne N*,
Nelu Gerg, Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Clasa a X-a

2 p— J—
Problema 1. Se considera functia f :C\{1} >C, f(2)= 2—212
Z_

Aratati cd, daca z=1, atunci f(z) € R daca si numai daca ze R.

Pilx 4y y =7
{xalxlx 4y vy =3

Problema 2. Rezolvati sistemul

Gazeta Matematica nr. 9/2013

Problema 3. Determinati functiile f :(0,00) —> R care satisfac conditiile

xy lg(xy) < yf (x)+xf (y) < f(xy), pentru orice X,y >0.

Problema 4. Se considera functia injectiva f :IR — R cu proprietatea ca exista p R astfel incat
f(xy)= f(x) f(y)+ p, pentru orice X,y eR.

a) Aratatica p=0.
b) Demonstrati ca f este impara.

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Clasa a XI-a

(cos x)*** —cos 2x

Problema 1. Calculati lim >
x—0 X

Florian Dumitrel, Slatina

Problema 2. Matricele A B e M, (R) verifica relatia 1, +3AB =2BA.
Aratati ca det(AB—BA)=0.

Florin Nicolaescu, Bals

Problema 3. Se considerd sirul (a,) , definit prin a, =1 si

n .
a,, =,/a +—— ,pentruorice n>1.
n+1

Aritati ca (a,) , este convergent si determinati lima, .

n—oo

Florian Dumitrel, Slatina

Problema 4. Fie Ae M,(R) cu det A=1. Aratati ca urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) det(A*—A+1,)=0;

b) det(A+1,)=6 si det(A—1,)=0.
Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2013

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.



//:
[

g | MINISTERUL
INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN OLT | )/ EDUCATIEI

memm | NATIONALE

OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 16 FEBRUARIE 2014

Clasa a XII-a

Problema 1. Calculati | :jz_de.
o 1+sin2x

Florian Dumitrel, Slatina

Problema 3. Fie (G,-) un grup cu 2n elemente si H un subgrup al sau cu n elemente, unde n e N*.
Aritati cd x> € H, pentru orice xeG.

[ %]

Problema 3. Fie (G,-) un grup finit si H un subgrup propriu, necomutativ, al sau. Aratati ca exista
doua elemente distincte din G\ H care comuta.
Gazeta Matematica nr. 9/2013

Problema 4. Fie f:R —>R o functie continua si strict crescitoare si (Cn)
numere reale.

.5, un sir marginit de

Aratati ca limc, =0 daca si numai daca IimJ'Ol f(x+c,)dx= I: f(x)dx.

n—oo

Florian Dumitrel, Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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CLASA A IX-A

Problema 1. Rezolvati ecuatia

32 +1 7 222 +1 + 3242 —0
3 2 3 o

unde [z] reprezintd partea intreagd a numéarului real x.
Luigi Catand, Potcoava

2 1
Solutie. Ecuatia din enunt se scrie sub forma [a:Q + o+ |22+ 3} = {xQ + 2} , de unde, adunand in ambii

3
membri [2?] si folosind identitatea lui Hermite, rezultd [32%] = [22?] .

1 1
Notand 22 =y, cu y > 0, rezulta [3y] = [2y] net p, unde p € N, de unde y € [p p—l—) N [g, ]H—) .

373 2
1 1 1
Pentru p > 2 avem % < 137 adica [g, p—&-) N { PPt ) a.

2 3
1 1
Pentru p = 0 rezulta y € {0,3> o2 e {0 3) & e (337 3)

_ y 12 2o [12 V6 V2 V2 V6
Pentru p = 1 rezultd y € [2,3) &t € [2,3) S € (—3, 21 lQ,S .
In concluzie, = € —£ —£ —£ £ U Q @

’ 372 373 273

Problema 2. Demonstrati ca pentru orice numere reale z,y, z > 1 are loc inegalitatea:
x(\/y—l—k\/z—l) +y(Vz—1+Vz—1) +z(\/x—1—|—\/y—1> <4yt 4 2R

Florin Nicolaescu, Bals

Solutie. Pentru orice x y > 1 vom ariita cd zy/y — 1 + yv/o — 1 < xy. Intr-adevir, impértind prin zy,

X

inegalitatea se rescrie < 1, care se obtine din echivalenta

va— 1
“ <-e2a—1<as(a—2)7°>0,

[\V]

valabila pentru orice a > 1.
Adunand inegalitatea (x) cu analoagele obtinute prin permutéri circulare, obtinem:

x(\/y—l—l—\/z—l)+y(\/z—1+\/x—1)—I—Z(\/ac—l—i—\/y—l) <zy+yz+az<a®+y?+ 22

Egalitatea are loc pentru z =y = 2z = 2.

Problema 3. Fie ABC un triunghi. Medianele AM, BN, CP taie cercul circumscris triunghiului ABC in
— — — —
punctele D, E, respectiv F. Stiind ca MD + NE + PF = 0, ardtati cd triunghiul ABC este echilateral.
Gazeta Matematica nr. 12/2013

Solutie. Fie G centrul de greutate al triunghiului ABC. Deoarece vectorii M D i GM sunt coliniari, rezultd
B — — — — —
ca existd a € R astfel incat M D = aGM. Analog, existd 8,7 € R astfel incat NE = SGN ¢i PF = vGP.
— — — —
Tinand cont c& GM + GN + GP = 0, rezulta:

—

—_— — — — — — — — —_— — —
MD+NE+PF:aGM+5GN+vGP:aGM+BGN—7(GM+GN) = (a—B)GM + (8 —~)GN.



Deorece GM si GN sunt vectori necoliniari, rezultda « — =0 —~v =0, de unde a =5 = 1.
— — —_— —
Din MD = aGM si NE = aGN, obtinem

DE =GE —GD = (cﬁ’wﬁ)f(c;_z\mm) :(a+1)<G—]>\T—W> = (a+1) MN,

deci DE || MN || AB. Analog, se obtin relatiille EF || PN || BC si DF || MP || AC.

Ca urmare, arcele AF si BD sunt congruente, arcele CE si BF sunt congruente gi arcele AF i C'D sunt
congruente. De aici rezultd c& [AD], [BE], [CF] sunt diametri, adicd G este centrul cercului circumscris
triunghiului ABC. in concluzie, triunghiul ABC este echilateral.

Problema 4. Fie (an)n21 un gir de numere reale pozitive astfel incat a; = 1 si
1 1 1
Jr

+ ..+ — =a, — 1, pentru orice n > 2.
ar+a2 a2 +as (p—1 + an

Determinati partea intreagd a numarului A,, = a,ap4+1 + @pGni2 + Apy1an42, unde n € N,
Nelu Gerg, Slatina

Solutie. Pentru n = 2, din relatia din enunt se obtine as = v/2.
Scriind relatia din enunt pentru n — n + 1, rezulta

1 1 1 1
+ .+ + = Gpyyr — 1,
ar+az az+as On—1+Gan  Gn + Gpt1
de unde, folosind din nou enuntul, rezulta c& pentru orice n > 2 avem
1 2
an— 14+ ———— =apy1 — 1 (ant1 — an) (Ant1 +apn) =1 & anp1 = Va2 + 1.
Qp + Gnt1

Prin inductie, se demonstreazd ci a,, = \/n, pentru orice n € N*.
Avem A,, = \/n(n+ 1)+ /n(n+2)+ /(n+1) (n +2). Deoarece pentru orice n € N* au loc relatiile

1 1 2 3
n—i—§<\/n(n—&—l)<n—l—§7 n+§<\/n(n+2)<n+1, n+1< (n+1)(n+2)<n+§,

prin adunare se obtine c8 3n + 2 < A,, < 3n + 3, de unde [A4,,] = 3n + 2, pentru orice n € N*.



OLIMPIADA DE MATEMATICA OLT

Etapa locala — 16 februarie 2014
CLASA A X-A

2
-
Problema 1. Se considerd functia f : C\ {1} — C, f(z) = % Ardtati cd, dacd z # 1, atunci

f(2) € R dacd si numai dacd z € R.

— 2
Solutie. Fie z # 1. Deoarece f (z) € R < f(2) = f(z), scriind f(z) =z — S avem succesiv:

1

f(z) eRe 2z — 2 22—72 S z—Z+ 2(z %)

S o1 -1 (z_1)(z_1):0‘i’(z_z)<1+

2
— | =0.
(z-1)(=z- 1))
2z
G-DG-1)
Ca urmare, f (z) € R daci gi numai dacd z —z = 0, adicd z € R.

Presupunand 1 + =0, de unde (z — 1) (z— 1) + 2 = 0, adici |z — 1]> + 2 = 0, imposibil.

e = /i =T

Problema 2. Rezolvati sistemul {

Gazeta Matematica nr. 9/2013

Solutie. Evident, z,y > 0. Sistemul se rescrie sub forma

{ Vad = P =17
Yo+ /=3

Notand {/x = a, /y = b, unde a,b > 0, rezultd a + b = 3 si a® — b3 =7, ceea ce conduce la ecuatia
a*~(3-a)’ =752 ~-9a*+27a-34=0% (a—2)(2° - 5a+17) = 0.

Unica solutie reald a ecuatiei este a = 2, pentru care se obtine b=1, x =256 i y = 1.

Problema 3. Determinati functiile care satisfac conditiile

zylg(zy) <yf(x) +2f(y) < f(xy), pentru orice z,y > 0.

Solutie. Pentru z =y = 1, din enunt rezultd 0 < 2f (1) < f (1), de unde f (1) = 0.

Pentru y = 1, relatia din enunt conduce la zlgz < f (x), pentru orice = > 0. (1)
1 1 1

Pentru y = —, din enunt se obtine 0 < M +af () <0, deci f () = —f (;C), pentru orice z > 0. (2)
x x x T x

1 1 1 1 1 1
Pentru y = = din (1) rezultd - lg <$> </f (z) , deci f <$> > —% si, tinand cont de (2), obtinem

> ——=— & f(x) <zlgz, pentru orice z > 0. (3)

Din (1) si (3) rezultd cd f (z) = xzlgx, pentru orice x > 0, functie care satisface conditia din enunt.

Problema 4. Se considera functia injectiva f : R — R cu proprietatea cad existd p € R astfel incat

f(ay) = f(x)f(y) +p, pentru orice z,y € .

a) Ardtati cad p = 0.
b) Demonstrati ci f este impara.



Solutie. a) Pentru y = 0, rezultd f (0) = f (z) f (0) + p, de unde, presupunand f (0) # 0, ar rezulta ci
— f(0

fz)= f({)g)’ pentru orice z € R, adica f ar fi constantd, contradictie cu f injectiva.

Ca urmare, f(0) = 0. Luand acum z = y = 0, din enunt, rezulti p = 0.

b) Conform punctului anterior, avem f (zy) = f (x) f (y), pentru orice z,y € R. (%)

Pentru x =y =1, avem f (1) = f? (1), de unde rezultd ca f (1) € {0,1}. Cum f este injectiva si f (0) =0,
rezultd f (1) = 1.

Pentru x = y = —1, rezultd 1 = f (1) = f2(~1), deci f(—1) € {—1,1}. Cum f este injectivi si f (1) =1,
rezultd f(—1) = —1.

Pentru y = —1, din relatia (%) rezultd f (—x) = f (z) f (=1) = —f (x), pentru orice = € R, deci este f este
impara.
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CLASA A XI-A

Ccos T

Problema 1. Calculati lim (cosz) — Cos 2:r'

x—0 x

2
- Florian Dumitrel
Solutie. Pentru orice z cu 0 < |z| < 5 aven:

(cos )" — cos 2z eeos@n(cos®) 11 _cos2x
x? x? x?
€08 z-In(cosx) __ 1 % 1 — cos 2z
= cosx- ————  -In(cosx)#? + ———.

cosz - In (cos x)

Intrucat

1

9 ecosw‘ln(cos ) _ 1 e¥ —1
lim ——— = lim =1,

2—0 cosz-In(cosz) y—0 y

cosx
o o .. (cosz) —cosz 3
rezultd ca lim 5 =-.
z—0 €T 2

Problema 2. Matricele A, B € M5 (R) verifica relatia Io + 3AB = 2BA. Aritati cd det (AB — BA) = 0.
Florin Nicolaescu
Solutie. Din ipotezd rezultd cd I + AB =2 (BA — AB) si I + BA =3 (BA — AB). Prin urmare,

det (I2 + AB) =4det (BA — AB) si det (Io + BA) =9det (BA— AB). (%)
Vom arita ca det (I + AB) = det (I + BA) . Pentru orice matrice M € My (R) si orice z € R, avem
far () :=det (xIy + M) = det M +TrM -z + x°.
Cum det (AB) = det (BA) si Tr (AB) = Tr (BA), deducem ci fap (z) = fpa (x) pentru orice z € R. In

consecintd, avem fap (1) = fpa (1), adicd det (Ix + AB) = det (Iz + BA)
Din relatia (x) rezultd c& det (BA — AB) = 0, deci det (AB — BA) =0

Problema 3. Fie girul (a,),~, definit prin

. n
a1 =14l ap41 = an+m, V)n>1
Ardtati cd sirul este convergent si calculati lim ay,.
n—oo
Florian Dumitrel
Solutie. Prin inductie se arata ca
1 5
1<a, < +2\f, (V)n e N*

sau, de exemplu,
1<a, <2, (V)neN*

/ 1 R
Avem a; =1sias =4/1+ > deci a1 < as. In ipoteza a,_1 < a,, rezultd ca

pnote b <an+—
Qp— - Qp— 1 Qp R
! n ! n+1 n+1



si, in consecintd, a, < ap41. Deci sirul (a,),~, este strict crescitor.

Fiind crescator i marginit superior, girul (a, ), este convergent. Daci a = lim a,,atuncia =+va+1 (a >

n—oo
1+5
7

1), de unde obtinem a =

Problema 4. Fie A € M3 (R) cu det (A) = 1. Ar#itati c8 urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) det (A% — A+ I3) = 0;
b) det (A + I3) = 6 si det (A — I3) = 0.

Gazeta Matematica nr. 6-7-8/2013
Solutie. Polinomul caracteristic al matricei A are forma

fa(x) =det (zI3 — A) = 2 + az® + bz — 1.
Deoarece A2 — A+ I3 = (A — wl3) (A —©l3), unde w € C \ R astfel incat w® = —1, rezultd ca
det (A% — A+ I3) = |det (A — wl3)|* = |fa (W)
(=) Dacd det (A% — A+ I3) = 0, atunci f4 (w) = 0, de unde obfinem a = —2 si b = 2, deci
fa(x) =23 —22% + 22 — 1.

Prin urmare, det (A + I3) = —fa(—=1) =6 si det (A — I3) = —fa (1) = 0.
(«) Conform ipotezei, avem fu (—1) = —6 51 fa (1) =0, deci

fa(z) =2 —22% 4+ 22 — 1.

Cum fa (w) =0, din relatia (x) deducem ci det (A% — A+ I3) = 0.
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CLASA A XII-A

s

2
Problema 1. Calculati I :/ v
0

——dx.
1 4 sin 2z

Florian Dumitrel
Solutie. Cu schimbarea de variabila

™ T
obtinem
»(0) 0 T __ ¢ ’
I = 1 fzd‘”:/ﬂ 0 2% (g_t> dt =
o(%) 1 +sin2z z + sin (7 — 2t)

2 %— ﬂ'/f 1
- R 7L . S— -
/0 Ttsmn2t” 2, Trsmat "

1
Prin urmare, I = z/ —dt
4o 1+sin2t

@ 1
/ ——dx, a € (0, I) ; avem:
o 1+sin2t 2

| “ 1+ tg?t “(1+tgt)
/7. dt:/7+g th:/7(+g)2dt:
o 1+sin2t o (1+tgt) o (1+tgt)
1 a—1 1
l+tgt|, =~ 1l+tga

vl

Notédm J (a)

J(a)

21
Cum / ———dt=1im J (a) = 1, deducem cg I = T
o l-+sin2t 4

als

Problema 2. Fie (G,-) un grup cu 2n elemente gi H un subgrup al sdu cu n elemente. Si se arate ci
2% € H pentru orice z € G.

[ * %]
Solutie. Presupunem ci existd a € G cu a? € G\ H (este clar ¢ a € G\ H). Functia
f:H—>G\H, f(z)=ax
este injectivd gi, cum |H| = |G\ H| = n, rezultd cd este si surjectivd. Atunci existd zo € H astfel incat

f (zg) = a?, adicd azo = a?, de unde a = x¢ € H, contradictie. Asadar, 22 € H pentru orice = € G.

Problema 3. Fie (G, -) un grup finit gi H un subgrup propriu, necomutativ, al sdu. Ardtati ci existd doud

elemente distincte din G ~. H care comuta.
Gazeta Matematica nr. 9/2013

Solutie. Deoarece H este subgrup propriu al lui G, avem |H| > 2 i G\ H # &, deci existd a € G \ H.

Aplicatia ¢ : H — G ~\ H, ¢ (z) = az este injectiva si atunci |G\ H| > |H| > 2, adic& G \ H are cel putin
doud elemente distincte.

Presupunem prin absurd c4 oricare elemente distincte din G~ H nu comutd intre ele. Pentru orice b € G\ H
avem b~! € G~ H. Daci am avea b # b~! ar rezulta ci bb~' # b~ b, adicd e # e, contradictie. Deci b = b1,
ceea ce inseamnd ci b? = e (e este elementul neutru al grupului G).

Fie b€ G~ H si h € H. Atunci bh € G ~ H; obtinem bh = (bh) "' = h='b~! = h~1b, de unde
bhb = h*. (*)
Fie acum z,y € H ¢i b € G ~ H. Folosind relatia (), avem

bry = bxb-byb-b=a"ly b= (byx)f1 = byzx,



de unde obtinem xy = yx, in contradictie cu faptul c& H este grup necomutativ.

Problema 4. Fie f : R — R o functie continud si strict crescdtoare si (cy),~; un sir marginit de numere
reale. -
Ardtati ca hm ¢, = 0 dacd si numai daca lim f (x+cp)de = / f(z
n—oo

) Florian Dumitrel

Solutie. (=) Vom ar#ta ca lim flr+c,)de = / f(z

n—oo 0

Functia F: R — R, F(z) = / f (t) dt este primitiva a lui f. Deoarece F este continud gi
0

cnt+1
/f :z:+cn)dx7/ f@®)dt=F(c,+1)—F(cn),

1
rezultd cd lim flx+4cy)de=F(1) / f(x)dx.

n—oo
0
(<) Vom demonstra acum ci orice sub§1r convergent al sirului marginit (c,),~,; are limita 0, de unde va
rezulta c& ¢, — 0. Fie (¢, ),~; un subsir convergent al sirului (c,),~; si ¢ = lim ¢, . S& presupunem c&
= = n— oo

¢ # 0, de exemplu ¢ > 0. Din faptul c& f este strict crescdtoare rezultd cd f (z + ¢) > f (z) pentru orice = € R;
obtinem

/Olf(x dr = lim f(:lc—kc;€ dx—/fx+ dx>/f

n—oo 0

contradictie. Deci ¢ = 0.
Observatie. Este suficient ca f sa fie doar strict crescatoare, caz in care pentru a demonstra implicatia
(<) se folosegte criteriul lui Lebesgue de integrabilitate.
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Clasaa V-a

Problema 1. Impartind numarul natural a la numarul natural b se obtine catul 14 si restul 18. Stiind
ca diferenta dintre numerele a si a—3b este egala cu 135, aratati ¢d numarul 2a este
patrat perfect.

Gazeta Matematica nr. 11/2013

Problema 2. Se considerd numerele naturale a, b, ¢, d astfel incat a<b<c<d si a-b-c-d =2014.
Aflati ultima cifra a numarului n=a*" +b** + ¢ +d**,
Nicolae Tomescu, Corabia

Problema 3. Fie numarul S =1+3*+3°+3° +...+3*,

a) Aratati ca numarul 26S +1 este cub perfect.

b) Determinati numarul natural a cu pentru care are loc egalitatea a® = 26S +1.
Nicolae Bivol,Corabia

Problema 4. Se considerd multimea A= {X eN|x=n*+5neN,n< 2014} .

a) Aflati cele mai mici patru elemente ale multimii A.

b) Aratati ca 261e A sica 2014 ¢ A.

¢) Fie mulfimea B={yeN|y=n(n+1)+5, neN, n<2014}.

Calculati diferenta S(B)—S(A), unde S(A) este suma elementelor multimii A, iar

S(B) este suma elementelor multimii B.
Florin Nasui,Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 2 ore si 30 de minute.
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Solutii si bareme de corectare

Problema 1.

Din teorema impartirii cu rest avem:a = 14b + 18,14 < 18 (2p)
Cum a=a-3b+135, rezulta b=45 (2p)

a= 14-45 + 18, de unde a=648 (2p)

2a = 1296 = 362 rezulta 2a este patrat perfect. (1p)

Problema 2.

2014 =1-2-19-53 (1p)

Cum a<b<c<dsi 219,53 numere prime,avem a=1;b=2;c=19;d=53 si n = 1201* +
22014+192014+532014 (lp)

U(1201%) = 1, U(22014) = 4, U(19%°1%) = 1si U(532°14) = 9 (4p)
AtunciU(n) =U(1+4+1+9) =U(5)=5 (1p)
Problema 3.

a) FieS=1+33+3%+3%+...432010/.33 (1p)
27S=3% +3° +3% 4 ... 432010 + 32013 (1)
27S-S=3%013 — 15265 + 1 = 32013 (1p)
26S+1=(3%"1)3cub perfect (1p)

b) 268+1:(3671)3:(361-11)3=(333)61 — a61
=>aq=3% (3p)

Problema 4. Cele mai mici patru elemente sunt 5,6,9,14 (2p)
a) n?2+5=261>n?=256=>n=16,deci 261 € A (1p)

n? +5 = 2014 = n? = 2009
Cum 2009 = 72 - 41 = 2009 nu este patrat perfec,deci 2014 nu este termen al

sirului (2p)
¢)S(B)-S(A)=0+1+2+3+...4+2014=2029105 (2p)
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Clasa a VI-a

1 1 1
+ +..+
1953 1954 2013

Problema 1. Aratati ca 0,(03) < <0,(3).

Carmen Firicescu, Corabia

Problema 2. Rezolvati in multimea numerelor rationale pozitive ecuatia:

X+1 X+5 x+11 x+19 x+29 x+41 x+55 x+71 x+89
+ + + + + + =

+ +
2 3 4 5 6 7 8 9 10
Gazeta Matematica nr. 10/2013

45.

Problema 3. Determinati numerele prime a<b <c care verifica relatia

13a+65b+289c =6622.
Costel Anghel, Negreni

m(xAOB)
m(«<AOC)
masura unghiului format de bisectoarele lor este de 30°.

a) Determinati masurile celor doua unghiuri.
b) Aratati ca (OA si (OB sunt semidrepte opuse.

Problema 4. Fie unghiurile neadiacente AOC si AOB astfel incat =1,5. Se stie ca

Nicolae Bivol,Corabia

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 2 ore si 30 de minute.
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Solutii si bareme de corectare

Problema 1.
1 1 1 1 1 1 1 1 1
Avem < = , Y e = < (4p)
2013 1953 1953 ° 2013 1954 1953 2013 2013 1953

Adunand relatiile obtinem:

i<5<i(1p)=>%<s<i<65—1(1p)=>0,(03)<s<0,(3) (1p)

2013 1953 1953 1953

Problema 2.

Avem:1+2+3+--+9 =45 (1p)

Ecuatia se poate scrie:

(5 1)+ (-2 + (50 3) (52 4) - (529)+ (52 )+ (552 7)+

2 3 5 6 7 8

(2 8) (22 5) =0 o

x-1  x-1 , x-1 x—1 1.1 1 1\_
<:>T+T+T+“‘+H—O(1p) :>(x—1)(5+§+z+5)—0(1p)

#0

ox—1=0=>x=1 (1p)

Problema 3.

Numerele a,b,c nu pot fi toate impare deoarece membrul stang al egalitatii ar fi un numar
impar,ce nu poate fi egal cu 6622.Deci putem avea un singur numar par sau toate
pare.(2p)

Daca toate trei ar fi pare am avea a=b=c=2 care nu verifica (1p)

Deci un singur numar este par.Cuma <b <c=a=2. (1p)

Obtinem:65b + 289¢ = 6596.Cum 6596=17 - 388 si 289 = 17 trebuie ca b sa fie un
multiplu al lui 17.Dar b este numar prim, de unde b=17. (2p).Inlocuind se obtine
c=19 (1p)

Problema 4.
a) Avem:’;ijg’g = 3o A8 _ A9 - k= m(< AOB) = 3k si m(< AOC) = 2k,

Deci (OC este in Int(< AOB) (2p)
Daca (OM este bisectoarea < A0C = m(< AOM) = m(< MOC) =k (1p)

Daca (ON este bisectoarea < AOB = m(< AON) = m(< NOB) = % (1p)

Atunci m(< MON) =2 —k =2=2=30"=k = 60° (1p)

Avem m(< A0C) = 120° si m(< AOB) = 180° (1p)
b)Din m(< AOB) = 180° = (0A si (OB sunt semidrepte opuse. (1p)
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Clasa a VII-a

Problema 1. Determinati numerele naturale ab care verifica relatia x}a ++ab =a.
Gazeta Matematicd nr. 1/2014

Problema 2. Determinati numarul real X pentru care
[x+2013]+3{ x } = 2014,

unde [a] este partea intreaga, iar {a} este partea fractionard a numarului real a.

Carmen Firicescu, Corabia

Problema 3. Se considera dreptunghiul ABCD cu AB=3AD. Fie E<(AB) si F e(CD) astfel
incat [AE]=[AD]=[DF]. Daca {M }=BDNEF, aratati ca dreapta CM trece prin
mijlocul segmentului [AD].

Costel Anghel, Negreni

Problema 4. Fie triunghiul ABC si punctele M € (BC), D e (AM). Prin punctele D, respectiv C,

se construiesc paralele la AB, respectiv AM, care se intersecteaza in E. Stiind ca AE
este paralela cu BD, demonstrati ca M este mijlocul lui [BC].
lon Neaya, Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Solutii si bareme de corectare

1. Se ridica relatia la patrat si se obtine:vab=a? —a..................... 1p
Din a cifra avem : a? — a € {0, 2,6,12,20,30,42,60,72}................... 1p.

Dina? —a € N=+ab € N = ab patrat perfect......................... 1p

Daca a=1 atunci v 1b=0, nu exista solutie....................cceeruunenn. 1p
Daca a=2 atunci v 2b=2, nu exista solutie....................c.cerevnennn. 1p

Daca a=3 atunci v 3b=6, exista ab=36.................c.ccoeerreeeeneennnn.. 1p
Daca a>3 obtinem numere de doua cifre care sunt radacini patrate ale unor
numere de cel putin trei cifre, ori ab are doar doua cifre, deci nu mai sunt solutii.

2. Sase determine numarul real x pentru care: [x + 2013] + 3{x} = 2014

[Xx +2013] + 3{x} =2014 < [x] + 2013 + 3{x} = 2014 < [x] + 3{x} =1 = X}eZz={x} e

{0§§} ............................................................................................ 3p
(X3 =0 0 [X] = 1 © X =0 i 1p
{x}=§<—>[x]=0<—>x=§ ..................................................................... 1p
{x}=§<—>[x]=—1 O X T o 2p
3. AEFD patrat= FM||AD = AFDM~ACDB = Pk To——-

ABCD dreptunghi=DB=2 DO=; = 2= =25 =2 .. ... 1p

2DO ., DO 3
In ADAC avem DO mediana si % = §=> M centru de greutate al ADAC 2p

Atunci CM este mediana a ADAC si intalneste AD in mijlocul ei........... 2p
4. Din AE||BD si AB||[ED=AEDB paralelogram=AE=BD,AB=ED............. 1p

Fie BDN CE = {N} :>AE||DN si AD||EN = AENDparalelogram =

AE = DN ..o 3p

Din AE=BD si AE=DN=D mijlocul [BN].........ccoiiiiiiiiiee 1p

Din D mijlocul [BN] si DM||CN=

[DM] linie mijlocie in ABCN=> M mijlocul [BC].....cooeviiiiiiiiiiiiiannn. 2p
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Clasa a VIII-a

Problema 1. Aratati ca pentru orice numere reale a, b, ¢ are loc inegalitatea:

J@+2)? +(b+1)? +(b+)? +(c+1)? +/(c+1)* +(a+1)?> >\2-(a+b+c+3).

Gazeta Matematica nr. 11/2013

Problema 2. Determinati numerele naturale X, y care verifica relatia:
x> +28x* +96x =5 .
Luigi Catana, Potcoava
Problema 3. Se considera numerele reale X,y e (2012,2014) si numarul

a=xy—2013x—-2013y+2013-2014 .

Aratati ca a €(2012,2014).
Nicolae Tomescu, Corabia

Problema 4. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD, in care lungimile AB=a, BD=b, DA=d, ale

2a«/§

laturilor triunghiului ABD, sunt in relatia a*+b”*+d* =ab+bd +da, iar AC = 3

In punctul C se ridica perpendiculara CM pe planul (ABC) astfel incat CM = % AC.

a) Aratati ca AC = BD.
b) Calculati distanta de la punctul C la planul (MAB).
) Determinati sinusul unghiului diedru format de planele (MAC) si (MAB).
Nicolae Bivol,Corabia

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.



MINISTERUL

EDUCATIEI
NATIONALE
OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 16 FEBRUARIE 2014
Clasa a VIII-a
Solutii si bareme de corectare
Barem de corectare:
1. J@a+ D2+ (hb+1)2> ﬁ-““;b“:ﬁ.a*g” ............................ 2p
\/(b+1)2+(c+1)22\/E-”“;m:\/i“g“L2 ............................... 2p
J(a+1)2+(c+1)22ﬁ-%zﬁ“z+2 ................................ 2p
Ja@a+1D2+b+1)2+J(b+1D2+(c+1)2+/(a+1)2+(c+1)2>
\/§<~a+2+2+-c+2+2+~C+2+2>:\/§(a+b+c+3) .............................. 1p
2. X3+28X2+9BX=X(XP+28X+96)=X(XHA)XH24) oo 3p
Notam: X=5", x+4=5", x+24=5" i U+VH=ZY........ooiiiiiiiiiiiiiie i 1p
Din x+4-x=5"-5" avem 5 (5" -1)=4. ... ... 1p
Cum 5" impar, avem 5"=1, de unde u=0si X=1............cceviriiierinnnn.n. 1p
Din 5Y=5° avem y=3, deci solutie Xx=1,y=3 . ...coiiiiiiiiiiiiee 1p

3. Dinx €(2012;2014) ©2012<x <2014 -1<x—-2013<1e|x—-2013| <1

sianalog |y-2013|<T .. 2p
[x-2013||y-2013|<1e |(x — 2013)(y — 2013)| < 1 & |xy — 2013x — 2013y +
2013%| <1 —-1< xy—2013x — 2013y + 20132 <1 ...oooiiininn...... 2p
2012 < xy — 2013x — 2013y + 20132+ 2013 < 2014 S ..oevvevnniinannnn. 1p
2012 < xy —2013x — 2013y +2013(2013 +1) <2014 S..oovevvvininannnnn. 1p
2012 < xy —2013x — 2013y + 2013.2014 < 2014 2012 <a < 2014 &

@ E (20125 2004) e 1p

4.

a) laturile ABAD suntin relatia: a?+b*+d*=ab+ad+bd <
(a—b)*+(@a-d)*+(b—d)* =0 <= a=b=d < AABD echilateral.......... (1p)

din ABCD patrulater inscriptibil, cu teorema | a lui Ptolemeu avem:
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b)

AC-BD=AD-BC+AB-CD«< AC-a=a-BC+a-CD <« AC =BC +CD.
Daca prin absurd AC=BD atunci BD=BC+CD in ABCD, ceea ce contrazice
existenta triunghiului, deci presupunerea facuta este falsa, atunci

ABAD este echilateral inscris in acelasi cerc ca si patrulaterul ABCD.

a3

Fie O centrul acestui cerc si OA raza sa. Atunci, daca AB=a, OA—— de unde

2a+/3 2a+/3
3 3

.Dar AC= .iar diametrul este coarda maxima intr-un cerc

diametrul este

= AC diametrul cercului..............coooiiiiiiiii (1p).

Din [AC] diametru=BC= CD:i sim(£ABC) =90".

Atunci dinCM 1 (ABC),CB L BA, BA — (ABC)= MB L BA.
Atunci din: AB 1 BC si AB L MB = AB 1 (MBC)si AB — (MAB)=>(MBC) L (MAB)

..(1p)
Din CQ 1. MB,CQ — (CMB),MB = (CMB)~(CMA)= CQ L (CMA)=

a3
d(C,(CMA)):CQ—CMMBCB cii/’ (\:/5 \/3_ % ......................... (1p).

Din CQ L (CMA)si QT L MA=CT L MA = m(£(MAC),(MAB))=m(<CTQ)

In
CM -CB CB
CQ MB _ MB _ MA_CB\/E_\/E

CT CM-CA 2.CB 2.MB 2CBY2 4
MA MA

ACQT, m(£CQT)=90", sin(£CTQ) =

..(1p)
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